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Решается задача вероятностного анализа пересечения беспилотным летательным аппаратом (БЛА) гра-
ницы  зоны,  запретной для полетов. Условием для  констатации факта нарушения  границы  запретной  зоны 
считается нахождение БЛА в ее пределах в течение заданного времени. Проведено обоснование математиче-










Беспилотные летательные аппараты (БЛА) 
приобретают всё большее распространение 
в различных областях человеческой деятель-
ности, так как позволяют решать широкий 
спектр задач при меньших затратах по сравне-
нию с пилотируемыми летательными аппара-
тами [1, 2, 3]. При этом доступность приобре-
тения и применения БЛА для широких слоев 
населения создает ряд новых проблем, кото-
рые ранее не существовали. Бесконтрольное 
применение БЛА может представлять угрозу 
различным объектам, а иногда и здоровью 
и жизни людей. Для предотвращения этого 
предусмотрены различные ограничения на ис-
пользование БЛА. В первую очередь определя-
ются области воздушного пространства, в пре-
делах которых запрещено применение посто-
ронних БЛА. Так как проникновение БЛА в за-
претную зону недопустимо, то при планирова-
нии применения БЛА необходимо исключить 
пересечение траекторией полета БЛА границы 
данной зоны. 
В процессе полета БЛА на его траекторию 
действует ряд случайных факторов: ошибки 
системы управления БЛА (оператора), случай-
ные возмущения атмосферы, включающие 
случайный ветер и турбулентность, другие 
факторы. Следовательно, траектория полета 
БЛА содержит случайные составляющие и, 
следовательно, процесс попадания БЛА в за-
претную зону является случайным и исследу-
ется с помощью методов вероятностного ана-
лиза.
Вектор состояния БЛА включает в себя пе-
ременные, характеризующие параметры кине-
матики и динамики поступательного и враща-
тельного движения БЛА, функционирование 
элементов системы управления, включая по-
летное задание и действия человека – оператора. 
Для проведения исследований эволюции 
переменных (фазовых координат), характери-
зующих пространственное перемещение БЛА, 
необходимо иметь соответствующую матема-
тическую модель. Существует большое разно-
образие форм описания математических моде-
лей БЛА. Все они основаны на известных за-
конах физики. Так, например, в работах [4, 5] 
приведены достаточно подробные математи-
ческие модели БЛА, включающие как кинема-
тические и динамические уравнения движе-
ния, так и математические выражения, описы-
вающие работу элементов системы управле-
ния, включая уравнения для описания неопре-
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деленностей и случайных воздействий. В ра-
ботах [6, 7] изложены основные принципы по-
строения компьютерных программных средств 
для исследования полета БЛА путём матема-
тического моделирования в пространстве со-
стояний, то есть – моделирования всех основ-
ных элементов и подсистем БЛА.
В общем случае система уравнений, опи-
сывающая полет БЛА, как и любого летатель-
ного аппарата с учетом неопределенностей 
представляет собой пример функционального 
представления модели динамической системы 
как нестационарного нелинейного управляемого 
объекта, подверженного действию возмущений.
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где j[...] – в общем случае нелинейная вектор-
ная функция, ( )X t  – вектор переменных про-
странства состояний БЛА, ( )U t  – вектор 
управлений, ( )tξ  – вектор возмущений.
Задача существенно упрощается, если урав-
нение движения (1) является линейным. Обо-
снованность линеаризации системы (1) обу-
словлена малой степенью отклонений параме-
тров возмущённого движения БЛА от их но-
минальных значений. Обычно принимается, что 
если отклонения входных параметров систем 
( )U tδ  и вызываемые ими отклонения выходных 
параметров ( )X tδ  не превосходят 3–5% номи-
нальных значений, то такое требование выпол-
няется, что даёт основание представлять воз-
мущённое движение в виде линейной комбина-
ции ( ) ( ) ( )U t U t U t∗= + δ , ( ) ( ) ( )X t X t X t∗= + δ  
[7]. Параметры, обозначенные звёздочкой, от-
вечают номинальному невозмущённому дви-
жению.
Объединяя в одну систему уравнения но-
минального и возмущённого движения, полу-
чим каноническую форму математической мо-
дели состояния линейной (линеаризованной) 
нестационарной системы:
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Факт попадания БЛА в запретную зону ха-
рактеризуется в общем случае некоторым вре-
менем нахождения БЛА в этой зоне, которое 
определяется инерционностью (запаздывани-
ем) регистрации (фиксации) нахождения БЛА 
в запретной зоне с помощью технических 
средств. Как правило, это наземные радиотех-
нические или оптические системы наблюде-
ния за воздушной обстановкой.
В работе [8] впервые был предложен метод 
вероятностного анализа граничных режимов 
стохастической системы, особенностью кото-
рого является одновременное рассмотрение 
двух плотностей вероятности распределения 
фазовых координат, характеризующих гранич-
ные условия. В работах Лобатого А. А. этот 
метод получил дальнейшее развитие примени-
тельно к задачам вероятностного анализа си-
стем захвата сигнала и срыва автосопровожде-
ния в непрерывных и дискретных системах, 
наблюдаемых и ненаблюдаемых.
Применим основные положения данного 
метода для задачи вероятностного анализа по-
падания БЛА в запретную зону. Так как любой 
случайный процесс ( )tξ  с помощью формиру-
ющего фильтра можно получить из белого 
шума и путём расширения вектора состояния 
свести к виду (2), то такой процесс будет мар-
ковским, в котором ( )tξ  – белый шум.
Известно, что для марковского случайного 
процесса ( )X t , описываемого уравнением типа 
(2), плотность вероятности любой размерно-
сти полностью определяется двумя функция-
ми – так называемой первой функцией плот-
ности вероятности ( , )f X t  (для фиксирован-
ного момента времени) и условной функцией 
плотности вероятности 1( ( )f X t′ ( ))X t , кото-
рая называется плотностью вероятности пере-
хода. Обе эти функции для многомерного (век-
торного) непрерывного марковского процесса 
( )X t  удовлетворяют дифференциальному урав-
нению Фоккера–Планка–Колмогорова (ФПК), 
которое для функции ( , )f X t  в векторно-ма-
тричной форме без учёта смены структуры 
имеет вид [9, 10]:
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где ( , )X tπ  – вектор плотности потока вероят-
ности вида:
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где x∇  – векторный оператор дифференциро-
вания (оператор градиента), который имеет 
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вид: 1/ ... / nx xxΤ∇ = ∂ ∂ ∂ ∂ , n – размерность 
системы.
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По определению [9] вектор сноса (иногда 
называют вектором переноса) представляет 
собой скорость изменения условного матема-
тического ожидания приращения вектора фа-
зовых координат при фиксированном значении 
этого вектора в момент времени t. В соответ-
ствии с определением вектор сноса вычисля-
ется по формуле:
 0
( , ) lim [ | ( ) ],
t
A X t M X X t X
∆ →
= ∆ =  (6)
где ( ) ( )X X t t X t∆ = + ∆ -  – вектор прираще-
ния фазовых координат за время t∆ ; X – фик-
сированное значение вектора.
Матрица диффузии по определению есть 
скорость изменения дисперсии случайного 
марковского процесса. Поэтому её можно вы-
числить по формуле:
 0
( , ) lim [ | ( ) ].
t
B X t M X X X t X
∆ →
′= ∆ ∆ =  (7)
Заметим, что практически каждый из i-х 
элементов (подсистем) БЛА может быть опи-
сан стохастическим уравнением вида (2). При 
этом вектор состояния системы ( )X t  пред-
ставляет собой блочную матрицу-столбец, эле-
ментами которой являются векторы состояния 
( )iX t  подсистем. Для процесса ( )X t  его пол-
ной вероятностной характеристикой является 
плотность вероятности ( , )f X t , для процесса 
( )iX t  – соответственно ( , )i if X t .
Задача определения вероятности регистра-
ции БЛА в запретной зоне (захвата БЛА систе-
мами обнаружения) сводится к задаче невыхо-
да БЛА (центра масс БЛА) из запретной обла-
сти Uз в течение времени 1ç i it t+t = -  при ус-
ловии нахождения его в области Uз в началь-
ный момент времени 0t .
Так как в реальности время полёта и воз-
можного нахождения в запретной зоне, как 
правило, существенно больше времени захвата 
( 0[ ]ê çt t- t ), то искусственно введем в рас-
смотрение последовательность 0 /ê çk t t= - t  
равновеликих интервалов 1ç çi i it t+t = t = - . 0t  
в данном случае – момент времени, при кото-
ром БЛА попадает в область пространства Uз, 
êt  – момент времени, при котором БЛА поки-
дает область Uз. Для каждого момента вре-
мени ti и соответствующего интервала tзi  
( 0,1... 1)i k= -  необходимо определить вероят-
ность захвата. 
Обозначим вероятность нахождения ( )X t  
в области Uз в каждый текущий момент време-
ни it  через 1( )iP t  = 1( ( ) )çiP X t U∈ . Определим 
эту вероятность по формуле:
 




P t f X t dX= ∫  (8)
где 1( , )if X t – решение уравнения (3) при ус-
ловии ( , ) 0f t±∞ = .
Вероятность невыхода ( )X t  из области Uз 
в  течение времени çt  обозначим через 
2 ( çiP t + t | ( ) )çiX t U∈ . В этом случае вероят-
ность 1( )i iP t t+ -  захвата ( )X t  поисковой си-
стемой с учетом вероятности срабатывания на 
интервале 1 çi it t+ - = t  вычисляется по форму-
ле [8]. 
 1 1 2( ) ( ) ( ( ) ).ç çi i i i iP t t P t P t X t U+ - = + t ∈  (9)
Для определения вероятности 2P  следует 
проинтегрировать уравнение ФПК для плот-
ности вероятности распределения не погло-
щённых реализаций 2 ( , )f X t  с учётом их пол-
ного поглощения на границе области Uз. Вос-
пользуемся методикой, изложенной в [11], для 
определения 2 ( , )f X t  из обобщенного уравне-
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где ( , )X tϑ  – нормированная функция поглоще-
ния реализаций процесса ( )X t , которая на гра-
нице uR  области Uз имеет вид:
 2( , ) ( ) ( , ).uX t R X X tϑ = δ - π  (11)
В выражениях (10) и (11) 2 ( , )X tπ  – вектор 
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∂ -  ∂ 
 (12)
Уравнение (10) следует интегрировать при 
следующем начальном условии на каждом ин-





( , ) ( , ).çi if X t f X U tP
= ∈  (13)
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Интегрируя уравнение (10) по X в  беско-
нечной области, получим уравнение для веро-
ятности 2 ( )P t  на каждом интервале 1[ ]i it t+ - :
 2 2 2 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ).i iP t q t P t P t P t= - =
  (14)
Здесь  ( )q t  – интенсивность поглощения 
реализаций процесса ( )X t , численно равная 
значению плотности потока вероятности не 
поглощённых реализаций, вычисленной на по-
глощающей границе uR  области Uз. 
 
2( ) ( , ) ( , ) .uq t R t X t dX
∞
-∞
= π = ϑ∫
 
(15)
Решение уравнения (14) при начальном ус-
ловии 2 ( ) 1iP t =  на каждом интервале 1[ ]i it t+ -  
следующее:
  








P t X t U q t dt
+t 
+ t ∈ = - 
  
∫  (16)
Таким образом, в каждый текущий момент 
времени it  рассматриваются две плотности ве-
роятности: 1( , )if X t  и 2 ( , )if X t . На рис. 1 ка-
чественно показаны сечения этих плотностей 
при задании области Uз в виде заданной погло-
щающей границы интервала [ , ]-∞ g  фазовой 
координаты ( )x t :
При времени нахождения БЛА в запретной 
зоне 0[ ]ê çt t- t  следует рассмотреть k вре-
менных интервалов, на каждом из которых со-
бытия захвата считаются независимыми, а ве-
роятность их определяется формулой (9). 
В этом случае вероятность захвата (вероятность 
невыхода БЛА из запретной области) ( )3 rP t  
к моменту времени rt  вычисляется по форму-
ле полной вероятности, которая в данном слу-
чае имеет вид [8]:
1 2
1
( ) 1 1 ( ) ( ( ) ) .Ç ç ç
r
r i i i
i
P t P t P t X t U
=
 = - - + t ∈ ∏
 (17)
Здесь 0... 1r k= - ; 0 /ê çk t t= - t .
В соответствии с формулой (17) вероят-
ность ( )3 rP t  является дискретной возрастаю-
щей функцией моментов времени rt . Вероят-
ность того, что захват произойдет к произ-
вольному текущему моменту времени t, кото-
рый не совпадает с rt , определяется интерпо-
ляцией (экстраполяцией) значений 3( )rP t .
Существующие точные методы решения 
задачи невыхода фазовой координаты за гра-
ницы области Uз применимы лишь в редких 
случаях для простейших систем. Приближен-
ный алгоритм решения данной задачи основы-
вается на гауссовой аппроксимации плотности 
вероятности 1( , )f X t  в бесконечной открытой 
области фазовой переменной X и  усечённой 
гауссовой плотности вероятности для 2 ( , )f X t  
в области захвата Uз.
Для определения 1( , )f X t  следует вычис-
лить математическое ожидание ( ) [ ( )]xm t M X t=  
и дисперсию 2( ) [ ( )]xD t M X t
ο
=  векторной пе-
ременной X из линеаризованных методом ста-
тистической линеаризации уравнений (1) [9, 11]:
 0 0 0ö ( , , ), ( ) ,x x x x xm m D t m t m= =  (18)
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x x x x x x
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где 0 ( , , )x xF m D t  – статистическая характери-
стика нелинейности j – правой части уравне-
ния (1), а ö ( , , )x xK m D t  – статистический ко-
эффициент усиления.
Рис. 1. Сечения плотностей вероятности
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Для гауссовой плотности вероятности 
1( , )f X t  по формуле (8) при Uз со сторонами 















= - - 
π   
∫  (20)
Плотность вероятности 2 ( , )f X t  зададим 















где 20 ( , )f X t  – гауссова плотность вероятно-
сти с вектором математического ожидания ( )xm t′  
и дисперсией ( )xD t′ , определяемыми из сле-
дующих уравнений на каждом i-м интервале 
[ , ]çi it t + t  [11]:
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Интегрируя уравнения (22) и (23), с учётом 
формулы (21) и 2 ( ) 1iP t = , определяем 2 ( ( ) )ç çi iP t X t U+ t ∈ 
2 ( ( ) )ç çi iP t X t U+ t ∈  по формуле (16). 
После вычисления 1( )iP t  и 2 ( ( ) )ç çi iP t X t U+ t ∈ 
2 ( ( ) )ç çi iP t X t U+ t ∈  на каждом интервале определяем веро-
ятность ( )Ç rP t  по формуле (17).
Пример
В качестве примера рассмотрим для на-
глядности одномерную систему, эволюция ко-
торой характеризуется уравнением (2), преоб-
разованному к виду:
 x ax= + ξ , 0 0( )x t x= , (24)
где ξ – белый шум интенсивности G и M[ξ]= 0.
Область захвата Uз одномерная и опреде-
лена так: -∞ ≤ j ≤ g . Плотность вероятности 
распределения фазовой координаты x при га-
уссовом начальном условии также гауссова 
1( , )f x t  с параметрами ( )xm t , ( )xD t . Тогда ве-














= -Φ  
  
, (25)
где Ф(...) – функция Лапласа, а ( )xm t  и ( )xD t  
определяются из уравнений:
 x xm am= , 0 0( )x xm t m= , (26)
 2x xD aD G= +
 , 0 0( )x xD t D= . (27)
Плотность вероятности 2 ( , )f x t  в соответ-










f x t DD
x
  ′-





Для определения 2 ( )P t  в соответствии с (14) 
получаем уравнение:
 2 2 2[ ( , )]P t P= -π g





( , ) ( , ) [ ( , )]
2
x t f x t Gf x t
x
∂
π = α -
∂
. (30)
Для определения ( )xm t′  и ( )xD t′  запишем 
уравнения вида (22) и (23):
Рис. 2. График зависимости P1 (t)
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( , )x x x
P
m am x t m
P
′ ′ ′= - π g -





2 ( ) ( , )x x x x
P
D aD G m t D
P
′ ′ ′ ′= + - g - π g -

 ,  
 ( ) ( )x i x iD t D t′ ′= . 
(32)
Производную 2 ( , ) /f x t x∂ ∂  на границе g вы-
числяем приближенно в соответствии с реко-





[ ( , )]x







где x∆  – малое приращение координаты x.
Расчёты были проведены в среде Mathcad 
при следующих исходных данных: а = 3, G = 2, 
g = 0,5, x∆  = 0,05, çt  = 0,1 с, kt  = 0,4 с.
На рис. 2 изображен график зависимости 
P1(t).
На рис. 3 изображены графики P2(t) на ин-
тервалах времени 1( )i it t+ - , i = 1...4.
На рис. 4 изображены значения ( )Ç rP t =




ния показывают, что при вероятностном ана-
лизе попадания БЛА в запретную зону необхо-
димо учитывать инерционность систем слеже-
ния за воздушной обстановкой, поскольку пе-
реход таких систем в режим захвата воздушно-
го объекта и принятие решения не могут про-
изойти мгновенно. 
Приведённая выше методика позволяет при-
ближённо решать ряд практических задач веро-
ятностного анализа попадания БЛА в различные 
Рис. 3. Графики зависимостей P2(t)
Рис. 4. Значения P3(tr), соединенные интерполяционной кривой
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области пространства. При этом точность полу-
ченного аналитического решения тем выше, чем 
меньше время, характеризующее инерционность 
слежения за БЛА по сравнению со временем 
пребывания БЛА внутри границ заданной обла-
сти пространства (запретной зоне). 
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